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El objetivo principal de este trabajo es probar que un atractor parcialmente hiperbólico
Λ, con dirección central bidimensional es una clase homocĺınica si este posee una óribita pe-
riódica hiperbólica O y una singularidad tipo Lorenz σ de manera tal queW u(σ)∩W s(O) 6= ∅
y W s(σ) sea densa en Λ.
Palabras clave: Atractor parcialmente hiperbólico, clases homocĺınicas, singularidad
tipo Lorenz.
Abstract
The main goal of this work is to prove that a partially hyperbolic attractor Λ, with two-
dimensional central direction is a homoclinic class if it has a hyperbolic periodic orbit O and
a Lorenz-like singularity σ such as W u(σ) ∩W s(O) 6= ∅ and W s(σ) is dense Λ.
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1 Introducción
Es de gran interés dentro del estudio de sistemas dinámicos, el poder determinar criterios
que permitan establecer cuándo un atractor es una clase homocĺınica. Por ejemplo, un re-
sultado para variedades tridimensionales es la hiperbolicidad singular (singular-hyperbocity)
introducida en [10]. Al respecto podŕıa uno pregutarse si esta condición también es necesa-
ria para atractores parcialmente hiperbólicos cuyo campo vectorial está definido sobre una
variedad tridimensional. Este último hecho tiene respuesta negativa, en efecto, se puede
construir un atractor Λ de manera similar al atractor geométrico de Lorenz, adicionando
otra singularidad σ′ con sus valores propios asociados {λ′ss, λ′s, λ′u} cumpliendo la relación
λ′ss < λ
′
s < 0 < λ
′
u < −λ′s. Por [3], Λ no es singular hiperbólico, puesto que éstos no poseen
singularidades como la singularidad σ′ descrita en este ejemplo. Aún aśı, este atractor Λ si
resulta ser una clase homocĺınica.
Dada la importancia de obtener resultados en ambientes menos restrictivos, se hace impera-
tivo explorar varias posibilidades y aśı determinar lo requerido para llegar al objetivo. Una
primera posibilidad seŕıa el considerar dimensiones superiores en la variedad sobre la cual
se define el flujo. También se puede pensar con una descomposición del fibrado tangente
más general como lo son el seccional hiperbólico, o parcialmente hiperbólico, Además, se
pueden hacer ciertas consideraciones con respecto a singularidades y órbitas. Por último
se debe mencionar también qué condiciones se requieren según la topoloǵıa en la cual se
esté considerando el campo vectorial, por ejemplo, la topoloǵıa C1, ó C2.
2 Conceptos generales
Sean M una n-variedad cerrada (compacta con ∂M = ∅) y X un campo vectorial C1 .
Denotaremos por Xt el flujo generado por X .
Un subconjunto Λ ⊂ M compacto es invariante si Xt(Λ) = Λ, para todo t ∈ R.
Definición 2.1 Para x ∈ M , se define su conjunto omega-́ımite como
ω(x) = {y ∈ M : y = ĺım
n→∞
Xtn(x), para alguna tn → ∞}.
y su conjunto alpha-ĺımite como
α(x) = {z ∈ M : z = ĺım
n→∞
X−tn(x), para alguna tn → ∞}.
Decimos que el conjunto invariante Λ ⊂ M es transitivo si Λ = ω(p) para algún p ∈ Λ, y





Un atractor es un conjunto attracting transitivo.
Notamos por m(·) la co-norma del ı́nfimo la cual recordemos viene definida por




donde T es un operador lineal.
Definición 2.2 Un conjunto compacto invariante Λ de Xt es hiperbólico si existe una des-
composición continúa y DXt-invariante del fibrado sobre Λ de la forma TΛM = E
s
Λ⊕EXΛ ⊕EuΛ,
tal que para algunas constantes K, λ y una métrica riemanniana en M se tiene
máx
{





para todo x ∈ Λ y para todo t > 0,
EX = 〈X〉 (i.e., EX es la dirección del campo).
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Definición 2.3 Un conjunto compacto invariante Λ es parcialmente hiperbólico si este ex-
hibe una descomposición continua y DXt-invariante del subfribado tangente TΛM = F
s
Λ⊕F cΛ
sobre Λ, con F sx 6= 0 6= F cx para todo x ∈ Λ tal que
máx
{
‖ DXt(x)/F sx ‖,
‖ DXt(x)/F sx ‖
m(DXt(x)/F cx)
}
≤ Ke−λt, para todo x ∈ Λ
y para todo t > 0.




≤ Ke−λt implica que para x ∈ Λ con vx ∈ TxM \ (F cx∪F sx), el ángulo
entre DXt(x)̇vx y F
c
Xt(x)
tiende a cero exponencialmente cuando t tiende a infinito. Diremos
que esta situación significa que F sΛ domina a F
c
Λ.
Definimos para cada x ∈ M , O = {Xt(x) : t ∈ R} la órbita de X que pasa a través de x.
La teoŕıa de las variedades invariantes afirma que si Λ es un conjunto hiperbólico de Xt,
y p ∈ Λ, entonces los conjuntos
W ss(p) = {x ∈ M : ĺım
t→∞
d(Xt(x), Xt(p)) = 0}
W uu(p) = {x ∈ M : ĺım
t→−∞
d(Xt(x), Xt(p)) = 0}
son subvariedades inmersas en M de clase C1. Se llamarán a estos conjuntos variedad estable
fuerte asociada a p y variedad inestable fuerte asociada a p respectivamente.
Definición 2.4 Dada una órbita O, se definen respectivamente la variedad estable e ines-








Además diremos que O es una órbita cerrada hiperbólica si es hiperbólica como un conjunto
compacto invariante.
Definición 2.5 Diremos que γ es una órbita homocĺınica de una órbita cerrada periódica
hiperbólica O, si γ ⊂ W s(O) ∩W u(O). Si además esta intersección es transversal, es decir,
si TpM = TpW
s(O) + TpW
u(O) para algún p ∈ γ y por ende para todo punto de la órbita, γ
se denomina una órbita homocĺınica transversa de O.
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Definición 2.6 Se define la clase homocĺınica de una órbita periódica hiperbólica O, como
la clausura de la unión de las órbitas homocĺınicas transversas de O. Denotaremos esta clase
como H(O).
Definición 2.7 Un conjunto Λ es una clase homocĺınica si Λ = H(O) para alguna órbita
periódica hiperbólica O.
Definición 2.8 Una singularidad σ de X es tipo Lorenz si posee dos valores propios reales
λs, λu con λs < 0 < −λs < λu, tal que la parte real de los otros valores propios está fuera
del intervalo [λs, λu].
2.1. Motivación
Miremos ahora con más detalle, el ejemplo mencionado anteriormente que resulta ser una
clase homocĺınica sin ser singular hiperbólico. De éste hay que resaltar lo siguiente.
Se considera una sección transversal Σ para σ, la cual tiene asociada una función de retorno
Π(x, y) = (f(x), g(x, y)) la cual preserva y contrae la foliación vertical en Σ. Se asume que







Tomando la saturación del conjunto maximal invariante en Σ determinado por Π a través
del flujo, se va a tener existe un conjunto Λ el cual resulta ser un attracting parcialmente
hiperbólico. Si además f(x) preserva orientación y posee derivada f ′(x) >
√
2, se puede
argumentar como en [1] para probar que Λ es una clase homocĺınica. Como consecuencia del
Teorema de Birkhoff-Smale, se tendrá que el conjunto Λ es transitivo. De todo lo anterior se
sigue que Λ es un atractor parcialmente hiperbólico el cual es una clase homocĺınica.
Este atractor posee las siguientes caracteŕısticas:
El fibrado central es de dimensión 2.
Posee una singularidad σ la cual tiene asociada dos valores propios reales λs, λu que
satisfacen la relación λs < 0 < −λs < λu, y la parte real de los demás valores propios
está fuera del intervalo [λs, λu].
Del hecho f ′(x) >
√
2 se obtiene que f es localmente eventualmente sobreyectiva (o
L.E.O. por sus siglas en inglés) con lo cual la variedad estable de σ resulta ser densa
en Λ.








Figura 2-1: Atractor Λ
Como consecuencia de connecting-lemma (ver [7]) aplicado al lado derecho de la va-
riedad inestable de σ, se tendrá que existe una órbita periódica hiperbólica O tal que
W u(σ)∩W s(O) 6= ∅. Donde σ y O actúan respectivamente como el α-ĺımite y ω-ĺımite
de algún punto p ∈ Λ.
Se verá que de estas 4 propiedades establecen condiciones suficientes para que un atractor
parcialmente hiperbólico de un campo vectorial de clase C1 sea una clase homocĺınica.
Más precisamente, el objetivo del presente trabajo consiste en desarrollar el siguiente teorema
Teorema Principal: Un atractor parcialmente hiperbólico Λ con dirección central bidi-
mensional es una clase homocĺınica si este posee una órbita periódica hiperbólica O y una
singularidad tipo Lorenz σ con W u(σ) ∩W s(O) 6= ∅, tal que W s(σ) es densa en Λ.
3 Propiedades de variedades invariantes
Consideremos un campo vectorial X de clase C1 definido sobre una variedad compacta M
de dimensión n, n ≥ 3.
Definición 3.1 Una singularidad σ de X es cuasi-Lorenz si posee dos valores propios reales
λs, λu con λs < 0 < λu, tal que la parte real de los otros valores propios esta fuera del
intervalo [λs, λu].
Teniendo esto en cuenta, existen k, r enteros no negativos de manera tal que k + r + 2 = n
y los valores propios de σ cumplen la relación
Re(λss1 ) ≤ · · · ≤ Re(λssk ) < λs < 0 < λu < Re(λuu1 ) ≤ · · · ≤ Re(λuur ).
Se sigue de la definición de variedad estable y variedad estable fuerte introducida en el
caṕıtulo 2, que para una singularidad cuasi-Lorenz σ se va a tener que W ss(σ) = W s(σ). En
vista de los resultados que prosiguen se procede a dar la siguiente definición:
Definición 3.2 Para una singularidad cuasi-Lorenz σ, consideramos el conjunto
W s(σ) = {x ∈ M : ĺım
t→∞
d(Xt(x), σ) = 0}
de manera que en σ, este conjunto sea tangente a 〈λss1 , . . . , λssk , λs〉. W s(σ) se denomina la
variedad estable asociada a σ.
El conjunto W ss(σ) ⊂ W s(σ) que es tangente en σ al espacio 〈λss1 , . . . , λssk 〉 se denomina la
variedad estable fuerte asociada a σ.
Por lo anterior, la variedad estable W s(σ) y la variedad inestable W u(σ) asociadas a la
singularidad, están bien definidas y son tangentes en σ a Esσ = 〈λss1 , . . . , λssk , λs〉 y Euσ =
〈λuu1 , . . . , λuur , λu〉 respectivamente. Por otra parte, existe una única variedad estable fuerte
W ss(σ) ⊂ W s(σ) tangente en σ al espacio Ess = 〈λss1 , . . . , λssk 〉.
Por otro lado el teorema 2.8 de [4] garantiza la existencia de una variedad central inestable
W cu(σ) tangente en σ al espacio Ecuσ = 〈λuu1 , . . . , λuuk , λu, λs〉. Aunque tal variedad central
inestable no es única, sobre cada punto q ∈ W u(σ) estas variedades tienen la misma tangen-
cia. Aśı, TqW
cu(σ) está bien definido para todo punto q ∈ W u(σ).
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Teorema 3.1 .
Sea Λ un atractor parcialmente hiperbólico con dirección central bidimensional de X. Si O y
σ ∈ Λ son respectivamente una órbita periódica hiperbólica y una singularidad cuasi-Lorenz
tales que Λ = Cl (W s (σ)) y W u (σ) ∩W s (O) 6= ∅, entonces se tiene que:
(H1) dim(W u (O)) = 2 y dim(W u (σ)) = 1.
(H2) Existe una órbita regular γ∗ ⊂ W u (σ) ∩W s (O) tal que
Tγ∗M = Tγ∗W
cu (σ) + Tγ∗W
s (O) .
(H3) Toda órbita regular γ0 ⊂ W s (σ) ∩W u (O) satisface
Tγ0M = Tγ0W
s (σ) + Tγ0W
u (O) y γ0 ∩W ss(σ) = ∅.
Para la demostración de este resultado se hará uso de los siguientes lemas. Consideremos
además a Λ, σ y O con las propiedades enunciadas en el teorema.
Lema 1 Para cada variedad invariante W de X que contiene a σ de manera que TσW ⊂ F sσ ,
se tiene que Λ ∩W ∩W s(σ) = {σ}.
Demostración. Dado que σ es la única singularidad contenida en W s(σ), es suficiente pro-
bar que en la intersección no hay puntos regulares.
Supongamos que existe un punto regular x0 ∈ Λ ∩W ∩W s(σ).
Se afirma que X(x0) ∈ F cx0. En efecto, si x0 /∈ W u(σ′) para toda singularidad σ′, significa que
exite un punto regular z ∈ α(x0), además la invarianza del flujo garantiza que X(z) /∈ F sz ,
pues x0 ∈ W s(σ). También existe una sucesión tn → ∞ de manera que X−tn(x0) → z
y aśı, por la continuidad del campo y de la descomposición se obtiene X(X−tn(x0)) →
X(z) y F sX−tn (x0) → F
s




grande a partir de cierto n, se tendrá de la dominancia de F sΛ sobre F
c




) converge a cero cuando n tiende a infinito.
Sigue de la invarianza del flujo y de la regla de la cadena que
DXtn(X−tn(x0))(X(X−tn(x0))) = X(x0) y DXtn(F
c
X−tn (x0)
) = F cx0 .
De lo anterior se concluye que X(x0) ∈ F cx0 .
Consideremos ahora el caso en que x0 ∈ W u(σ′) para toda singularidad σ′. Ya que Tσ′W u(σ′)∩
F sσ′ = {0}, se obtiene directamente de la dominancia del fibrado estable sobre el central que
Tσ′W
u(σ′) ⊂ F cσ′ , lo que implica Tσ′W u(σ′) ⊂ F cx0 . Y como X(x0) ∈ Tx0W u(σ′) se concluye
9
que X(x0) ∈ F cx0 .
Debido a que W es invariante se tiene que X(x0) ∈ Tx0W .
De esta manera,
X(x0) ∈ Tx0W ∩ F cx0 .







Nuevamente por la invarianza de W y F cΛ tenemos que
vt ∈ TXt(x0)W ∩ F cXt(x0), para todo t ∈ R.




Por la continuidad de la norma, v∞ es un vector unitario. Por otro lado, al tener x0 ∈ W s(σ)
se sigue que la sucesión Xtn(x0) converge a σ con lo cual
v∞ ∈ TσW ∩ F cσ .
Ya que por hipótesis TσW ⊂ F s(σ) obtenemos que
v∞ ∈ F sσ ∩ F cσ .
Teniendo en cuenta que TσM = F
s
σ ⊕ F cσ, se sigue que v∞ = 0 lo cual es una contradicción.
De esta manera, σ es el único elemento en la intersección.
Lema 2 dim(W u(O)) = 2 y además
TxW
u(O) = F cx , para todo x ∈ W u(O). (3-1)
Demostración.
Dado que Λ es un conjunto parcialmente hiperbólico y que por hipótesis la dirección central
es de dimensión dos, se tiene que dim(F sΛ) = n−2 con lo cual dim(W s(O)) ≥ n−1. Veamos
que dim(W s(O)) = n − 1. En efecto, si dim(W s(O)) = n, la órbita O resultaŕıa ser un
conjunto attracting lo que implicaŕıa que O = Λ. Este resultado no se puede tener debido a
que σ ∈ Λ \O. Por lo tanto, la dimensión de la variedad estable asociada a O tiene que ser
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n− 1 por lo que dim(W u(O)) = 2.
La igualdad (3-1) se verificará en dos pasos. Consideremos primero un punto x ∈ O, debido
a que el fibrado F sΛ contrae a través de la derivada, tenemos que TxW
u(O) ∩ F sx = {0}.
Teniendo en cuenta que F sΛ domina a F
c
Λ, se puede asegurar que TxW
u(O) ⊂ F cx . Del hecho
de TxW
u(O) y F cx tener misma dimensión, se sigue la igualdad.
Para un elemento x ∈ W u(O) cualquiera, tenemos que TX−t(x)W u(O) está cerca a TpW u(O)
para algún p ∈ O y un t suficientemente grande. Por otro lado el ángulo entre TX−t(x)W u(O)
y F sX−t(x) es suficientemente grande, y como F
s
Λ domina a F
c
Λ se tiene que el ángulo entre
TxW
u(O) y F cx puede ser tan pequeño como se desee. Por lo tanto, con lo cual TxW
u(O) ⊂ F cx .
La igualdad se vuelve a obtener debido a que los dos espacios tienen la misma dimensión.






σ y Λ ∩W ss(σ) = {σ}.
Demostración.
Las dos primeras igualdades se obtienen de la unicidad de la descomposición del espacio
tangente. La última igualdad es consecuencia del lema (1) tomando a W = W ss(σ).
Lema 3 Euσ = 〈λu〉.
Demostración.
Por hipótesis Λ = Cl (W s (σ)), y del hecho de ser Λ un atractor se sigue que σ ∈ Λ. De
esto último se puede afirmar que W u(σ) ⊂ Λ, y ya que W u(σ) ∩ W s(O) 6= ∅ se concluye
que O ⊂ Λ. Nuevamente la condición de ser atractor implica W u(O) ⊂ Λ. Debido a la
densidad de W s(σ) se puede considerar una sucesión xn de esta variedad de manera que
vaya a converger a un elemento de W u(O) \O. Dado que Λ tiene una foliación fuertemente
contractora, existe un n suficientemente grande tal que la foliación a través de xn intersecta
a W u(O), luego existe p ∈ W u(O) ∩W s(σ) para el que se tiene
EXXt(p) ⊂ TXt(p)W s(σ) ∩ TXt(p)W u(O), para todo t ∈ R. (3-2)





Por la invariancia del subfibrado tenemos que vt ∈ EXXt(p) con lo que resulta
vt ∈ TXt(p)W s(σ) ∩ TXt(p)W u(O), para todo t ∈ R. (3-4)
Debido a que Xt(p) ∈ W u(O) se puede aplicar la fórmula (3-1) para obtener
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vt ∈ TXt(p)W s(σ) ∩ F cXt(p), para todo t ∈ R. (3-5)
Por otro lado, Xt(p) → σ. Esto significa que existe una sucesión tn tal que vtn → v∞ donde
v∞ es un vector unitario en TσM . De (3-5) se obtiene
v∞ ∈ TσW s(σ) ∩ F cσ. (3-6)
Ahora, como dim(F cΛ) = 2 se tiene que dim(F
s
Λ) = n−2 con lo cual n−2 ≤ dim(W s(σ)) ≤ n.
Veamos que dim(W s(σ)) = n − 1. En efecto, la dimensión no puede ser n porque σ no es
un sumidero. Si suponemos que dim(W s(σ)) = n − 2 se tendŕıa que TσW s(σ) = F sσ , pero
por (3-6) significaŕıa que v∞ ∈ F sσ(σ) ∩ F cσ lo que implicaŕıa que v∞ = 0 lo cual es absurdo
pues por construcción éste es un vector unitario. Se concluye aśı que dim(W s(σ)) = n − 1,
es decir, Euσ = 〈λu〉.
Lema 4 Si α ⊂ W u(O) ∩W s(σ) entonces TαM = TαW u(O) + TαW s(σ).
β ⊂ W s(O) ∩W u(σ) y Euσ = 〈λu〉 implican TβM = TβW s(O) + TβW cu(σ).
Demostración.
Para la primera implicación basta observar que al tener α ⊂ W u(O), el lema (2) implica
F cq = TqW




s(σ), para todo q ∈ α. (3-7)
Por otro lado, el colorario (1) dice que F cσ = TσW
cu(σ). Ahora, si consideramos un punto
q ∈ W u(σ) por el λ-Lema fuerte (Strong λ-lema) [5], cualquier vector v /∈ T cuq (σ) es empu-
jado hacia W ss(σ) bajo iterados negativos. Ya que además la descomposición parcialmente
hiperbólica de Λ dada por TΛM = F
s
Λ⊕F cΛ es continua, se puede concluir que F cq ⊂ TqW cu(σ)
para todo q ∈ W u(σ).
Teniendo en cuenta que para cada q ∈ W u(σ) el espacio TqW cu(σ) es bidimensional, ya que
el lema (3) garantiza que Ecu es de dimendión dos, se obtiene que F cq = TqW
cu(σ) para todo
q ∈ W u(σ). Nuevamente, ya que F sΛ domina a F cΛ se tiene que EXq ⊂ F cq para todo q ∈ W u(σ).
Si ahora se considera una órbita β ⊂ W u(σ) ∩W s(O). Debido a que F sΛ contrae se tendŕıa
que F sq ⊂ TqW s(O) para todo q ∈ β con lo cual
TqM = TqW
s(O) + TqW
cu(σ), para todo q ∈ β. (3-8)
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Concluimos de esta manera la segunda implicación.
Demostración Teorema 3.1.
Sea Λ un atractor parcialmente hiperbólico con dirección central bidimensional de X . Si O y
σ ∈ Λ son respectivamente una órbita periódica hiperbólica y una singularidad cuasi-Lorenz
tales que Λ = Cl (W s (σ)) y W u (σ) ∩W s (O) 6= ∅, entonces se tiene que:
dim(W u(O)) = 2 debido al lema 2, por otro lado el lema 3 garantiza que dim(W u(σ)) = 1
ya que la singularidad solo posee un valor propio con parte real positiva. De esta manera
resulta (H1).
Para obtener el resultado de (H2) basta observar que al tener W u (σ) ∩W s (O) 6= ∅, existe
una órbita regular γ∗ ⊂ W u (σ) ∩ W s (O), la cual por la segunda implicación del lema 4
aplicada a ρ = γ∗ genera la descomposición pedida
Tγ∗M = Tγ∗W
cu (σ) + Tγ∗W
s (O) .
El item (H3) se deduce en primera medida por el corolario 1 que establece que Λ∩W ss(σ) =
{σ}. Teniendo en cuenta que Λ es un atractor, se tiene que W u(O) ⊂ Λ, con lo cual toda
órbita regular γ0 ⊂ W s (σ) ∩ W u (O) satisface γ0 ∩ W ss(σ) = ∅. Por último, la primera
implicación del lema 4 tomando α = γ0 conlleva a
Tγ0M = Tγ0W
s (σ) + Tγ0W
u (O) .
De esta manera queda demostrado el Teorema.
4 Órbitas genéricas, dobladas y
equivalentes
4.1. Preliminares
Sea X un campo vectorial C1 sobre una variedad compacta, conexa y sin frontera. Fijamos
una órbita periódica hiperbólica O y una singularidad cuasi-Lorenz σ de X , las cuales satis-
facen (H1) y (H2) del Teorema (3.1). Denotamos por 〈λs〉 el espacio propio asociado al valor
propio λs de σ.
Para cada vector unitario e ∈ 〈λs〉, se define el fibrado Dcu (e) sobre γ∗ cuya fibra en q ∈ γ∗
es el semiespacio Dcuq (e) definido por:
Dcuq (e) =
{
v ∈ TqW cu (σ) : ĺım
t→∞
DX−t (v)

















Figura 4-1: Definición de Dcu(e).
Definición 4.1 Para cada vector unitario e ∈ 〈λs〉 definimos una subvariedad W u,in(e) de
W u(O), a partir del valor propio β de módulo mayor que 1, que está asociado a la aplicación
de Poincaré de O y el cual es real.
1. Si β < 0, W u,in(e) = W u(O).
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2. Si β > 0, entonces W u (O) es un cilindro de manera tal que W u (O) \ O tiene dos
componentes conexas. Para v ∈ Dcuq (e), Xtn (q) → p, para algún p ∈ O y alguna
sucesión tn → ∞. Se define
eu (e) = ĺım
n→∞
DXtn (v)
‖ DXtn (v) ‖
.









Figura 4-2: Definición de W u,in(e).
Nótese que para β > 0, W u,in(e) está bien definida. En efecto, se sigue del segundo item de
Teorema (3.1) que eu(e) ∈ TpW uu(p), lo que significa que eu(e) no depende de la sucesión
{tn} ni del vector v en el espacio tangente asociado a q y además eu(e) resulta ser transversal
a la órbita O. Esto significa que la componente conexa de W u(O) \O que define a W u,in(e)
queda bien determinada.
4.2. Órbitas genéricas
Definición 4.2 Una órbita γ ⊂ W s (σ) es genérica si
γ ∩W ss (σ) = ∅.
Para una órbita genérica γ consideramos el vector unitario
es (γ) = − ĺım
t→∞
X (Xt (q))
‖ X (Xt (q)) ‖
.
el cual no depende de q, está contenido en 〈λs〉 y es transversal a W ss (σ).
Definición 4.3 Se define la subvariedad W in (γ) como la componente conexa de W s (σ) \
W ss (σ) con es (γ) como punto interior. Además se define W out (γ) = W u,in (es (γ)).






Figura 4-3: Definición de W in(γ) y W out(γ).
Lema 5 Si γ ⊂ W s (σ) es una órbita genérica, I es una curva que intersecta transversal-
mente a W in (γ) y Σ una subvariedad intersectando a W out (γ) transversalmente, entonces
⋃
t≥0 Xt (I) intersecta a Σ transversalmente.
Demostración.
Es una consecuencia directa del lema de inclinación. Nótese que una subvariedad I que
intersecte transversalmente a W in (γ) cortará a la órbita γ∗. Teniendo en cuenta que γ∗ ⊂
W s(O)∩W u(σ), a través de W u(σ) mediante iterados positivos cortará a la variedad estable
de la órbita. Por lo tanto, partes compactas de la subvariedad I convergeran a la variedad
inestable de O. Como Σ intersecta transversalmente a W out(γ) ⊂ W u(O) se concluye que
⋃










Figura 4-4: Representación del Lema.
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4.3. Órbitas dobladas y equivalentes
Definición 4.4 Decimos que una órbita genérica γ ⊂ W u (O) ∩ W s (σ) no se dobla (Res-
pectivamente se dobla) si γ ⊂ W out (γ) (respectivamente si γ * W out (γ)). Sea γ′ ⊂ W s (σ)
otra órbita genérica, Diremos que γ y γ′ son equivalentes si W out (γ) = W out (γ′), y lo










Figura 4-6: Órbita que se dobla.
Definición 4.5 Para toda órbita genérica γ0 ⊂ W u (O) ∩W s (σ) que satisfaga
Tγ0M = Tγ0W
u (O) + Tγ0W
s (σ)
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Donde Aγ0 es el conjunto formado por todas las órbitas genéricas γ ⊂ W u (O)∩W s (σ), con
γ ∼ γ0 tales que
TγM = TγW
u (O) + TγW
s (σ) . (4-1)
Proposición 4.1 Sean γ0 ⊂ W u (O) ∩W s (σ) y γ1 ⊂ W out (γ0) ∩W s (σ) órbitas genéricas
que satisfacen (4-1), entonces se tiene:
1. Si γ1 no se dobla, entonces γ0 ∼ γ1.
2. Si γ0 y γ1 se doblan, entonces hay una órbita γ2 ⊂ W u (O) ∩W s (σ) que no se dobla.
3. Si γ0 no se dobla y γ1 se dobla, entonces todo x ∈ W out (γ1) ∩ W s (σ) puede ser
aproximada por puntos en W out (γ1)∩W s (σ) para los cuales la órbita es genérica y no
se dobla.
Demostración.
Para la primera implicación basta observar que γ1 ⊂ W out(γ1), y ya que γ1 ⊂ W out(γ0),
se tiene que γ1 ⊂ W out(γ0) ∩W out(γ1). Puesto que las componentes conexas de W u(O) \O
son disjuntas, se concluye que W out(γ0) = W
out(γ1), es decir, las dos órbitas son equivalentes.
Veamos como se obtiene la segunda proposición. Ya que γ1 * W out(γ1) y γ1 ⊂ W out(γ0),
tenemos que W out(γ0)∩W out(γ1) = ∅. Consecuentemente γ0 ⊂ W out(γ1), ya que γ0 se dobla.
Ahora, fijamos una subvariedad Σ0 ⊂ W in(γ0) transversal a W out(γ1) en algún punto de
γ0, y otra subvariedad I0 ⊂ W out(γ0) transversal a W in(γ1) en algún punto de γ1 la cual
existe pues γ1 ⊂ W out(γ0). Aplicando el Lema 5 a γ = γ1, I = I0 y Σ = Σ0 se puede
considerar una órbita γ2 que vaya de I0 a Σ0. De esta manera W
in(γ2) = W
in(γ0), lue-
go W out(γ2) = W
out(γ0). Puesto que I0 ⊂ W out(γ2) podemos afirmar que γ2 ∈ W out(γ0),
aśı γ2 ∈ W out(γ2). Por lo tanto se puede concluir que γ2 no se dobla.
Ahora probemos (3). Consideremos x ∈ W s(σ)∩W out(γ1) y una pequeña subvariedad unidi-
mensional Ix ⊂ W out(γ1) transversal a la variedad estable de σ en x. Para este x ∈ W s(σ), se
tiene que pertenece ya sea a W in(γ0) ó a W
in(γ1). Si W
in(γ1), se puede tomar una subvarie-
dad Σx ⊂ W in(γ1) transversal a W out(γ1) en x. Nuevamente por el Lema 5, existe y ∈ Ix tal
que la órbita γy asociada a y intersecta a Σx en algún punto. Como en el resultado anterior,
la órbita γy es genérica y no se dobla. La prueba para el caso en que x ∈ W in(γ0) es análoga.
5 Un Teorema tipo Birkhoff-Smale
Sea F una sección transversal en X . Denotamos por TF el fibrado tangente de F . Para
x ∈ F , θ > 0 y un subespacio lineal Vx ⊂ TxF definimos el cono alrededor de Vx en TxF con
inclinación θ como
Cθ,Vx (x) = {vx ∈ TxF : ∠ (vx, Vx) ≤ θ} .
Un campo de conos en F es una función continua
Cθ : x ∈ F → Cθ,Vx (x) ⊂ TxF.
Para una descomposición en suma directa Ax ⊕ Bx = TxF de TxF , se denominará a
Chθ (x) = Cθ,Ax(x), el cono horizontal de inclinación θ en F . Respectivamente se llamará a
Cvθ (x) = Cθ,Bx(x), el cono vertical de inclinación θ en F .
De manera similar se definen los campos de cono horizontal y vertical.
Recordemos que una singularidad σ de X es tipo Lorenz si posee dos valores propios reales
λs, λu con λs < 0 < −λs < λu, tal que la parte real de los otros valores propios esta fuera
del intervalo [λs, λu].
Sean O y σ respectivamente una órbita periódica hiperbólica y una singularidad tipo Lorenz
de X las cuales cumplen:
(H1) dim(W u (O)) = 2 y dim(W u (σ)) = 1.
(H2) Existe una órbita regular γ∗ ⊂ W u (σ) ∩W s (O) tal que
Tγ∗M = Tγ∗W
cu (σ) + Tγ∗W
s (O) .
Consideremos además γ0 ⊂ W s (σ) ∩W u (O) una órbita que no se dobla, la cual satisface
Tγ0M = Tγ0W
s (σ) + Tγ0W
u (O) .
Para los siguientes tres resultados fijaremos a σ, O y γ0 en términos de que satisfagan las
propiedades anteriormente descritas.
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Proposición 5.1 Hay una órbita periódica hiperbólica P , para la cual existen órbitas regu-
lares α y ρ tales que:
α ⊂ W out (γ0) ∩W s (P ) y TαM = TαW out (γ0) + TαW s (P ) . (5-1)
ρ ⊂ W in (γ0) ∩W u (P ) y TρM = TρW in (γ0) + TρW u (P ) . (5-2)
Demostración.
La demostración se hará trabajando con la aplicación de Poincaré asociada a la órbita O.
Como dim (W u (O)) = 2, la órbita O tiene asociada un valor propio real β con módulo mayor
que 1.
Caso 1 β > 0: Fijemos p ∈ O y consideremos S, una sección transversal a X en p.
Sobre S establecemos un sistema de coordenadas (x, y) ∈ Rn−2x R en S tal que:
• S = {||x||, |y| ≤ 2}.
• p = (0, 0).
• W sloc(p) ⊂ W s (O), donde W sloc(p) = {||x|| ≤ 2, |y| = 0}.
• W uloc(p) ⊂ W u (O), donde W uloc(p) = {||x|| = 0, |y| ≤ 2}.
Sea Π : Dom (Π) ⊂ S → S la función de retorno inducida por X en S. Diremos que I ⊂ S es
una curva horizontal si es el gráfico de una función suave ϕ con dominio en W sloc (p) y rango
en W uloc (p). Si el dominio de ϕ es toda W
s
loc (p) entonces I será una curva horizontal com-
pleta. De manera similar definimos curva vertical y curva vertical completa intercambiando
W sloc (p) con W
u
loc (p). Llamaremos a R ⊂ S un rectángulo horizontal si este es acotado por
dos curvas horizontales completas.
Sean q0 y q
∗ los primeros puntos de intersección de las órbitas γ0 y γ
∗ con S respectivamente.
Como W in (γ0) es un abierto en W
s (σ) y contiene a γ0, tenemos que:
Tγ0M = Tγ0W
in (γ0) + Tγ0W
u (O) .
Seleccionemos una curva horizontal I0 a través de q0 contenida en W
in (γ0) ∩ S tal que
I0∩Dom (Π) = ∅. Ya que q∗ ∈ γ∗, existe un rectángulo horizontal R0 con I0 como una curva
horizontal actuando como un borde de este rectángulo, de manera que R0 \ I0 ⊂ Dom (Π).
Las órbitas a través de R0 \ I0 pasan cercanas a σ antes de intersectar a S.
Denotaremos la imagen de R0 \ I0 como:
R̂0 = Π (R0 \ I0) .



















Figura 5-1: Sección transversal.
Sean Cv, Ch respectivamente, los campos de conos vertical y horizontal en S. Como Essσ con-
trae más que Esσ⊕Euσ , al considerar R0 suficientemente cerca de I0 se tendrá que la derivada
DΠ deΠ envie Cv|R̂0 en Cv. Como σ es tipo Lorenz, se tiene además que DΠ expande Cv|R̂0.
Por otro lado, debido al Lema de Inclinación DΠ−1 lleva y expande a Ch|R̂0 dentro de Ch.
De nuevo por el Lema de Inclinación, puedo considerar una sucesión de rectángulos Rk0 que










Πk(R̂k0) es una banda vertical en R0 y DΠ
k manda y expande Cv|R̂k0 en C
v|R0 . De esta forma
Πk+1(R̂k0) atraviesa completamente R̂
k
0, por lo tanto existe una órbita periódica hiperbólica
Pk intersectando R̂
k
0 en algún punto zk. Vamos a tener que zk → q∗ y Πk(zk) → q0 cuando
k → ∞.
Veamos que P = Pk satisface la conclusión de la proposición. Como W
s (P ) ∩ S contiene
una curva horizontal cercana a W sloc (p), esta intersecta a W
u
loc (p) transversalmente en algún
punto. La órbita α que pasa por ese punto satisface (5-1). Además, W u (P ) ∩ S intersecta
Π−k (I0) trasversalmente en algún punto. La órbita ρ que contiene ese punto satisface (5-2).
Caso 2 β < 0: La prueba es análoga al caso 1, solo que se define R̂k0 = R
2k


















vez de R̂k0 = R
k
0 ∩ R̂0.
Proposición 5.2 P es tal que [γ0] ⊂ H (P ).
Demostración.
Sea γ ⊂ W u (O) ∩W s (σ) una órbita genérica equivalente a γ0 y que satisface (4-1).
Si q ∈ γ entonces X (q) ∈ TqW u (O) ∩ TqW s (σ), por lo tanto EXq ⊂ TqW u (O) + TqW s (σ).
Ya que γ cumple (4-1) tenemos que
n = dim(TqW
u (O)) + dim(TqW
s (σ))− dim((TqW u (O)) ∩ TqW s (σ)) .
Es decir, n = 2 + (n− 1)− dim (TqW u (O) ∩ TqW s (σ)) con lo cual
dim (TqW
u (O) ∩ TqW s (σ)) = 1.
Ya que EXq es unidimensional concluimos que
TγW
u (O) ∩ TγW s (σ) = EXγ . (5-3)
Veamos que γ ⊂ H (P ).
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Consideremos q ∈ γ fijo, por la existencia de α satisfaciendo (5-1), podemos tomar una sub-
variedad Σ ⊂ W s (P ) de manera que intersecte a W out(γ0) transversalmente. Como γ ∼ γ0,
tenemos que Σ intersecta a W out(γ) transversalmente. Ya que dim (W u (O)) = 2, de (5-3)
podemos seleccionar una curva I ⊂ W u (O) que intersecte transversalmente W s (σ) en q. De-
bido a que q ∈ γ, podemos aplicar el lema 5 para ver que Σ también intersecta a ⋃t>0Xt(I).
Como W s(P ) es invariante, también corta transversalmente a I. Dado que I está cerca de
q, existe una subvariedad Σ′ ⊂ W s(P ) intersectando a W out(γ0) transversalmente en algún
punto z′ cerca de q.
Denotemos por A ⋔ B la intersección transversal entre A y B. Ahora se probará que
z′ ∈ H(P ).
Sea Σ′′ una bola abierta en Σ′ centrada en z′, tenemos que z′ ∈ Σ′′ ⋔ W out(γ0) 6= ∅. Como ρ
es genérica y TρM = TρW
u (P ) + TρW
in (γ0), resulta
TρW
u (P ) ∩ TρW in (γ0) = EXρ .
Aśı, puedo tomar una curva I ′′ ⊂ W u(P ) tal que I ′′ ⋔ W in(γ0) 6= ∅. Por otro lado,
z′ ∈ Σ′′ ⋔ W in(γ) ya que γ ∼ γ0. Nuevamente por el Lema, (
⋃
t>0Xt(I
′′)) ⋔ Σ′′, por
lo cual existe z′′ ∈ W u(P ) ⋔ Σ′′. Ya que Σ′′ ⊂ W s(P ), tenemos que z′′ ∈ H(P ). Como
H(P ) ∩ Σ′′ 6= ∅, Σ′′ es arbitrario y H(P ) es cerrado, concluimos que z′ ∈ H(P ).
Debido a que z′ esta cerca de q, tenemos que q ∈ H(P ) y aśı γ ⊂ H(P ). Ya que γ es
arbitrario, concluimos que [γ0] ⊂ H(P ).
Teorema 5.1 Sean O y σ respectivamente una órbita periódica hiperbólica y una singulari-
dad tipo Lorenz de X las cuales cumplen:
(H1) dim(W u (O)) = 2 y dim(W u (σ)) = 1.
(H2) Existe una órbita regular γ∗ ⊂ W u (σ) ∩W s (O) tal que
Tγ∗M = Tγ∗W
cu (σ) + Tγ∗W
s (O) .
Consideremos además γ0 ⊂ W s (σ) ∩W u (O) una órbita que no se dobla, la cual satisface
Tγ0M = Tγ0W
s (σ) + Tγ0W
u (O) .
Entonces, [γ0] está contenida en una clase homocĺınica de X.
Demostración.
Por las proposiciones 5.1 y 5.2, [γ0] ⊂ H(P ).
6 Teorema Principal
Teorema 6.1 Un atractor parcialmente hiperbólico Λ con dirección central bidimensional
es una clase homocĺınica si este posee una órbita periódica hiperbólica O y una singularidad
tipo Lorenz σ con W u(σ) ∩W s(O) 6= ∅, tal que W s(σ) es densa en Λ.
Demostración.
Es suficiente encontrar una clase homocĺınica H que contenga a Λ.
Tenemos que σ y O satisfacen las conclusiones del teorema 3.1, en particular [γ0] está bien
definida para toda órbita γ0 ⊂ W u(O) ∩W s(σ).
Fijemos γ ⊂ W s(σ). Por (H3), γ es una órbita genérica y además W out(γ) está bien definida.
Como W u(O) ⊂ Λ ⊂ Cl(W s(σ)), tenemos que W u(O) ∩W s(σ) es densa en W u(O). Aśı,
Cl(W out(γ)) = Cl(W out(γ) ∩W s(σ)).
Dado que Λ es transitivo, Λ ⊂ Cl(W out(γ)).
Por lo tanto
Λ = Cl(W out(γ) ∩W s(σ)), (6-1)
para toda órbita genérica γ.
Veamos que existe una órbita γ0 ⊂ W u(O) ∩W s(σ) que no se dobla tal que Λ ⊂ [γ0].
De la segunda propiedad de la proposición 4.1 del caṕıtulo 4, existe una órbita γ′0 ⊂ W u(O)∩
W s(σ) que no se dobla. Si ninguna órbita γ1 ⊂ W out(γ′0) ∩W s(σ) se dobla, tendriamos que
γ1 ∼ γ′0. Por lo tanto
Cl(W out(γ0) ∩W s(σ)) ⊂ [γ′0] .
De esta forma tomando γ0 = γ
′
0 se tendrá que (6-1) implica Λ ⊂ [γ0].
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Ahora asumamos que existe una órbita γ1 ⊂ W out(γ′0) ∩W s(σ) que se dobla. De la tercera
propiedad de la proposición 4.1 del caṕıtulo 4, tenemos que W out(γ1)∩W s(σ) está contenida
en la clausura de las órbitas γ ⊂ W out(γ1) ∩W s(σ) que no se doblan. Tomemos una órbita
γ′′0 ⊂ W out(γ1) ∩ W s(σ) que no se dobla. Nuevamente, la proposición 4.1 del caṕıtulo 4,
γ1 ∼ γ′′0 con lo cual W out(γ1) = W out(γ′′0 ). Además, toda γ ⊂ W out(γ′′0 ) ∩W s(σ) pertenece a
[γ′′0 ], es decir, γ ⊂ W out(γ1) ∩W s(σ) pertenece a [γ′′0 ].
Como W out(γ1) ∩W s(σ) está contenida en la clausura de la órbitas γ ⊂ W out(γ1) ∩W s(σ)
que no se doblan, obtenemos que Cl(W out(γ1) ∩ W s(σ)) ⊂ [γ′′0 ] y aśı Λ ⊂ [γ′′0 ]. Tomando
γ0 = γ
′′
0 , concluimos que Λ ⊂ [γ0] donde γ0 es una órbita que no se dobla.
Por teorema 5.1 aplicado a γ0 tenemos el resultado pedido.
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